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摘要

天体测量的数据中，因变量通常是二维的，如位置偏差、自行、章动角、极移等，且这些二维观测量的分

量存在一定的相关性。教科书上常用的最小二乘估计法一般是针对一维因变量型的数据，而缺乏基于二维因

变量型的观测数据进行最小二乘估计的方案，尤其是需要考虑观测量分量之间相关性的情形。在这里我尝试

推导过二维情形下的最小二乘估计的目标函数，并给出了相应的正规方程及其矩阵形式。

1 引言

根据《天文数据处理》中的描述 [1]，参数估计问题可以转换为下述的数学问题：若两个观测量 𝑥

和 𝑦 存在某种关于 𝑚 个待定参数 𝑐𝑘（𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑚）的形式已知的函数关系，对于 𝑁 对观测值（𝑥𝑖，

𝑦𝑖）（𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁），确定参数 𝑐𝑘 的某一估计值 𝑐𝑘，使某个目标函数

𝑑 = 𝑑 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 ; 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑁 ; 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚) (1)

因此，曲线拟合就是对目标函数进行最优化计算，寻求是目标函数 𝑑 取极值的一组参数值。显然，这样

的表述是针对观测量 𝑦为一维的情形给出的。当观测量 y（为了区分我使用了黑体）为二维变量时，我们

可以将上面的描述外推，得到当因变量为二维变量时的最小二乘参数估计形式。

2 最小二乘估计的目标函数

2.1 回顾一维情形

首先考虑双变量型数据，数据形式可以表述为

(𝑥𝑖, 𝜎𝑥,𝑖, 𝑦𝑖, 𝜎𝑦,𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 (2)

其中，𝑥𝑖 为自变量，𝑦𝑖 为因变量，也就是观测量，𝜎𝑥,𝑖 和 𝜎𝑦,𝑖 分别为相应的测量误差。一般假设观测量彼

此之间相互独立，即对于任意的 𝑖 ≠ 𝑗，𝑦𝑖 与 𝑦 𝑗 相互独立。一般假设自变量的测量误差为零，即

𝜎𝑥,𝑖 = 0 (3)
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在天文观测资料处理过程中，对观测误差的估计通常与观测值本身之间相互独立，即 𝑦𝑖 与 𝜎𝑦,𝑖 相互独立。

为了讨论方便，假设观测量的理论模型为线性模型，具体形式为

𝐹 (𝑥𝑖, c) =
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝐹𝑗 (𝑥𝑖) (4)

其中模型中有 𝑚个未知参数需要估计，待估参数向量可记为

c = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚)T (5)

则第 𝑖次的观测值可写为

𝑦𝑖 = 𝐹 (𝑥𝑖, c) + 𝜖𝑖 (6)

其中 𝜖𝑖 为第 𝑖次观测值与理论值之间的偏差，即残差。归一化残差（即加权后的残差）为

𝑋𝑖 =
𝜖𝑖
𝜎𝑦,𝑖

(7)

最小二乘意义下的参数估计就是选取各观测点的归一化残差平方和作为目标函数

𝑋2 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

𝜖2
𝑖

𝜎2
𝑦,𝑖

=
𝑁∑
𝑖=1

(
𝑦𝑖 −

∑𝑚
𝑗=1 𝑐 𝑗𝐹𝑗 (𝑥𝑖)

)2

𝜎2
𝑦,𝑖

(8)

𝑋2也就是常说的 𝜒2。选取一组合适的参数值 𝑐𝑘，使得目标函数 𝑋2取极小值，此时，𝑋2相对于未知参数

𝑐𝑘 的偏导为零，即

0 =
𝜕𝑋2

𝜕𝑐 𝑗

=
𝑁∑
𝑖=1

𝜕𝑋2
𝑖

𝜕𝑐 𝑗

, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 (9)

2.2 延伸至二维情形

现在我们考虑当观测量 yi为二维变量时的情形，即

yi =
(
𝑦 (1)𝑖 , 𝑦 (2)𝑖

)T
(10)

数据形式变为

(𝑥𝑖, 𝜎𝑥,𝑖, 𝑦
(1)
𝑖 , 𝑦 (2)𝑖 , 𝜎 (1)

𝑦,𝑖 , 𝜎
(2)
𝑦,𝑖 , 𝜌𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 (11)

其中，𝜌𝑖 表示第 𝑖次的观测值向量 yi两个分量 𝑦 (1)𝑖 和 𝑦 (2)𝑖 之间的（Pearson）相关性系数。这里，我们再

次假设任意两次观测的观测量分量之间相互独立，即对于任意的 𝑖 ≠ 𝑗，𝑦 (1)𝑖 和 𝑦 (2)𝑖 、𝑦 (1)𝑖 和 𝑦 (2)𝑗 、𝑦 (1)𝑗 和

𝑦 (2)𝑖 、𝑦 (1)𝑗 和 𝑦 (2)𝑗 均相互独立。

第 𝑖次的观测量 yi的两个分量对应的理论模型为

𝐹 (1) (𝑥𝑖, c) =
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝐹
(1)
𝑗 (𝑥𝑖) (12)

𝐹 (2) (𝑥𝑖, c) =
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝐹
(2)
𝑗 (𝑥𝑖) (13)
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则第 𝑖次观测值的两个分量可以表示为

𝑦 (1)𝑖 = 𝐹 (1) (𝑥𝑖, c) + 𝜖 (1)𝑖 (14)

𝑦 (2)𝑖 = 𝐹 (2) (𝑥𝑖, c) + 𝜖 (2)𝑖 (15)

归一化的残差分别为

𝑋 (1)
𝑖 =

𝜖 (1)𝑖

𝜎 (1)
𝑦,𝑖

, 𝑋 (2)
𝑖 =

𝜖 (2)𝑖

𝜎 (2)
𝑦,𝑖

(16)

借用Mignard等人 [2]提出的 𝑋 统计量，归一化的二维残差 𝑋𝑖 可由下式导出

𝑋2
𝑖 =

[
𝑋 (1)
𝑖 𝑋 (2)

𝑖

] 
1 𝜌𝑖

𝜌𝑖 1


−1 

𝑋 (1)
𝑖

𝑋 (2)
𝑖

 (17)

=
1

1 − 𝜌2
𝑖

[
𝑋 (1)
𝑖 𝑋 (2)

𝑖

] 
1 −𝜌𝑖
−𝜌𝑖 1



𝑋 (1)
𝑖

𝑋 (2)
𝑖

 (18)

=
1

1 − 𝜌2
𝑖

[(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
− 2𝜌𝑖𝑋 (1)

𝑖 𝑋 (2)
𝑖

]
(19)

目标函数即归一化的二维残差平方和为

𝑋2 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

1
1 − 𝜌2

𝑖

[(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
− 2𝜌𝑖𝑋 (1)

𝑖 𝑋 (2)
𝑖

]
(20)

当观测量 yi的两个分量之间不相关时，即

𝜌𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 (21)

此时，目标函数变为

𝑋2 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

𝑁∑
𝑖=1

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
=

(
𝑋 (1)

)2
+

(
𝑋 (2)

)2
(22)

即将两个分量视为相互独立的一维观测量时得到的目标函数之和。

2.3 由极大似然估计间接导出

在观测量 y为一维情形下，若观测残差 𝜖𝑖 只包含随机噪声，即观测残差服从高斯分布

𝜖𝑖 ∼ 𝑁 (0, 𝜎𝑦,𝑖) (23)

此时，极大似然估计等价于最小二乘估计。这一结论也可以推广到二维甚至更高维情形。现在我先简单

给出一维情形下的不严格证明，之后再从二维情形下的极大似然估计出发给出二维情形下的最小二乘估

计的目标函数。

假设在方程（6）对应的模型下，在待估参数 c处得到一对观测值（𝑥𝑖，𝑦𝑖）的概率密度为 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖; c)。

现在进行了 N次观测之后，得到一组如方程 (2)所示的观测值这一事件 𝑝发生的概率密度为 [3]

𝐿 (c) =
𝑁∏
𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖; c) (24)
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𝐿 (c) 即似然函数。由于事件 𝑝 是真实发生的，因此在待估参数 c取得最佳估计 ĉ时，𝐿 (c) 取得极大值。

但因为 𝐿 (c)是连乘形式，不利于计算，常选取其对数形式，即对数似然函数 𝑙 (c)来进行参数估计，其表
达式为

𝑙 (c) = ln 𝐿 (c) =
𝑁∑
𝑖=1

ln 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖; c) (25)

这就是极大似然估计法的目标函数。不同于最小二乘估计，这里取目标函数的极大值。在方程（23）的假

设下，有

𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖; c) = 𝑓 (𝜖𝑖; c) =
1

√
2𝜋𝜎𝑖

exp

(
−

𝜖2
𝑖

2𝜎2
𝑦,𝑖

)
(26)

由此可以计算得

𝑙 (c) =
𝑁∑
𝑖=1

[
− ln

(√
2𝜋𝜎𝑖

)
−

𝜖2
𝑖

2𝜎2
𝑦,𝑖

]
= −

𝑁∑
𝑖=1

𝜖2
𝑖

2𝜎2
𝑦,𝑖

+ const (27)

上式等号右边最后一项为与任一待估参数 𝑐𝑘 均无关的常数项。可见，对数似然函数 𝑙 (c)取极大值等价于

方程（8）中的 𝑋2 取极小值，因此，此时的极大似然估计等价于最小二乘估计。我不加证明地将这一结

论外推到二维乃至高维情形，并利用这一结论反推出二维情形下最小二乘估计法的目标函数。

在二维情形下，若观测残差 ϵi服从二维高斯分布，则有

𝑓 (𝜖 (1)𝑖 , 𝜖 (2)𝑖 ; c)

=
1

2𝜋𝜎 (1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

√
1 − 𝜌2

𝑖

exp
−

1
2(1 − 𝜌2

𝑖 )


(
𝜖 (1)𝑖

𝜎 (1)
𝑦,𝑖

)2

+
(
𝜖 (2)𝑖

𝜎 (2)
𝑦,𝑖

)2

− 2𝜌𝑖
𝜖 (1)𝑖

𝜎 (1)
𝑦,𝑖

𝜖 (2)𝑖

𝜎 (2)
𝑦,𝑖




=
1

2𝜋𝜎 (1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

√
1 − 𝜌2

𝑖

exp
{
− 1

2(1 − 𝜌2
𝑖 )

[(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
− 2𝜌𝑖𝑋 (1)

𝑖 𝑋 (2)
𝑖

]} (28)

由此可知对数似然函数 𝑙 (c)的表达式为

𝑙 (c) =
𝑁∑
𝑖=1

{
− 1

2(1 − 𝜌2
𝑖 )

[(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
− 2𝜌𝑖𝑋 (1)

𝑖 𝑋 (2)
𝑖

]
− ln

(
2𝜋𝜎 (1)

𝑦,𝑖 𝜎
(2)
𝑦,𝑖

√
1 − 𝜌2

𝑖

)}
= −

𝑁∑
𝑖=1

− 1
2(1 − 𝜌2

𝑖 )

[(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
− 2𝜌𝑖𝑋 (1)

𝑖 𝑋 (2)
𝑖

]
+ const

(29)

可见，上式的对数似然函数 𝑙 (c) 取极大值等价于方程（20）中的 𝑋2 取极小值。这也反过来说明了方程

（20）的正确性。

3 二维情形下最小二乘估计法的实现

前面分别给出了最小二乘估计法在一维和二维情形下的目标函数，这里我将导出相应的正规方程，从

而给出最小二乘估计法的具体实现。我依然先推导一维情形的正规方程。利用方程（8）将方程（9）展

开，对任意的 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚均有

0 =
𝑁∑
𝑖=1

𝜕𝑋2
𝑖

𝜕𝑐 𝑗

=
𝑁∑
𝑖=1

2𝑋𝑖
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑐 𝑗

=
𝑁∑
𝑖=1

−2

(
𝑦𝑖 −

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘𝐹𝑘 (𝑥𝑖)
)
𝐹𝑗 (𝑥𝑖)
𝜎2
𝑦,𝑖

(30)
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进一步展开，有
𝑁∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘𝐹𝑗 (𝑥𝑖)𝐹𝑘 (𝑥𝑖)
𝜎2
𝑦,𝑖

=
𝑁∑
𝑖=1

𝐹𝑗 (𝑥𝑖)𝑦𝑖
𝜎2
𝑦,𝑖

, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 (31)

考虑一个模型理论值向量

F = (𝐹 (𝑥1, c), 𝐹 (𝑥2, c), . . . , 𝐹 (𝑥𝑁 , c))T (32)

向量 F 相对于 c的偏导构成了雅可比矩阵

J =
𝜕F

𝜕c
, J𝑖 𝑗 =

𝜕𝐹 (𝑥𝑖, c)
𝜕𝑐 𝑗

= 𝐹𝑗 (𝑥𝑖, c) (33)

向量 F 相对于任一待估参数 𝑐 𝑗 的偏导构成了向量

𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

=
(
𝐹𝑗 (𝑥1, c), 𝐹𝑗 (𝑥2, c), . . . , 𝐹𝑗 (𝑥𝑁 , c)

)T (34)

可见，
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

是雅可比矩阵 J 的第 𝑗 列，而
(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T

是雅可比矩阵的转置矩阵 JT的第 𝑗 行。引入一个加权

矩阵M，它可以看作是观测向量 y的协方差矩阵V 的求逆，其表达式分别为

V =

©«

𝜎2
𝑦,1 𝑂 . . . 𝑂

𝑂 𝜎2
𝑦,2 . . . 𝑂

...
...

. . .
...

𝑂 𝑂 . . . 𝜎2
𝑦,𝑁

ª®®®®®®®¬
(35)

M =

©«

𝜎−2
𝑦,1 𝑂 . . . 𝑂

𝑂 𝜎−2
𝑦,2 . . . 𝑂

...
...

. . .
...

𝑂 𝑂 . . . 𝜎−2
𝑦,𝑁

ª®®®®®®®¬
= V−1 (36)

一组观测值构成一个观测值向量，即

y = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑁 )T (37)

那么，方程（31）中对 𝑖求和可以写为

𝑁∑
𝑖=1

𝐹𝑗 (𝑥𝑖)𝐹𝑘 (𝑥𝑖)
𝜎2
𝑦,𝑖

𝑐𝑘 =

(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T

M 𝜕F

𝜕𝑐𝑘
𝑐𝑘 (38)

𝑁∑
𝑖=1

𝐹𝑗 (𝑥𝑖)𝑦𝑖
𝜎2
𝑦,𝑖

=

(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T

My (39)

类似地，方程（38）再对 𝑘 求和也可以写成矩阵乘积的形式，为(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T 𝑚∑
𝑘=1

𝜕F

𝜕𝑐𝑘
𝑐𝑘 =

(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T

Jc (40)

方程（31）可以写成矩阵相乘的形式，有(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T

MJc =

(
𝜕F

𝜕𝑐 𝑗

)T

My, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 (41)
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将所有的 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚对应的上述方程叠加在一起，则有

J𝑇MJc = J𝑇My (42)

从而，可以求出未知参数向量的最小二乘估计

ĉ =
(
J𝑇MJ

)−1 J𝑇My (43)

当观测量 y为二维时，情况要复杂得多。类似于方程（30），有

𝜕𝑋2
𝑖

𝜕𝑐 𝑗

=
1

1 − 𝜌2
𝑖

(
2𝑋 (1)

𝑖

𝜕𝑋 (1)
𝑖

𝜕𝑐 𝑗

+ 2𝑋 (2)
𝑖

𝜕𝑋 (2)
𝑖

𝜕𝑐 𝑗

− 2𝜌𝑖
𝜕𝑋 (1)

𝑖

𝜕𝑐 𝑗

𝑋 (2)
𝑖 − 2𝜌𝑖𝑋 (1)

𝑖

𝜕𝑋 (2)
𝑖

𝜕𝑐 𝑗

)
=

2
1 − 𝜌2

𝑖

[
−

(
𝑦 (1)𝑖 −

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘𝐹
(1)
𝑘 (𝑥𝑖)

)
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖)
(𝜎 (1)

𝑦,𝑖 )2
−

(
𝑦 (2)𝑖 −

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘𝐹
(2)
𝑘 (𝑥𝑖)

)
𝐹 (2)

𝑗 (𝑥𝑖)
(𝜎 (2)

𝑦,𝑖 )2

+ 𝜌𝑖

(
𝑦 (2)𝑖 −

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘𝐹
(2)
𝑘 (𝑥𝑖)

)
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖)
𝜎 (1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

+ 𝜌𝑖

(
𝑦 (1)𝑖 −

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘𝐹
(1)
𝑘 (𝑥𝑖)

)
𝐹 (2)

𝑗 (𝑥𝑖)
𝜎 (1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

]
,

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 (44)

将上式对 𝑖求和，并令其等于 0，有

𝑁∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑘

𝑐𝑘

1 − 𝜌2
𝑖


𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖)𝐹 (1)
𝑘 (𝑥𝑖)

(𝜎 (1)
𝑦,𝑖 )2

+
𝐹 (2)

𝑗 (𝑥𝑖)𝐹 (2)
𝑘 (𝑥𝑖)

(𝜎 (2)
𝑦,𝑖 )2

−
𝜌𝑖

(
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖)𝐹 (2)
𝑘 (𝑥𝑖) + 𝐹 (2)

𝑗 (𝑥𝑖)𝐹 (1)
𝑘 (𝑥𝑖)

)
𝜎 (1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖


=

𝑁∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑘

1
1 − 𝜌2

𝑖


𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖)𝑦 (1)𝑖

(𝜎 (1)
𝑦,𝑖 )2

+
𝐹 (2)

𝑗 (𝑥𝑖)𝑦 (2)𝑖

(𝜎 (2)
𝑦,𝑖 )2

−
𝜌𝑖

(
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖)𝑦 (2)𝑖 + 𝐹 (2)
𝑗 (𝑥𝑖)𝑦 (1)𝑖

)
𝜎 (1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

 ,
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 (45)

方程（45）等式左边求和子项可以写为(
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖) 𝐹 (2)
𝑗 (𝑥𝑖)

) ©«
(𝜎 (1)

𝑦,𝑖 )−1 0

0 (𝜎 (2)
𝑦,𝑖 )−1

ª®¬ 1
1 − 𝜌2

𝑖

©«
1 −𝜌𝑖

−𝜌𝑖 1
ª®¬

× ©«
(𝜎 (1)

𝑦,𝑖 )−1 0

0 (𝜎 (2)
𝑦,𝑖 )−1

ª®¬ ©«
𝐹 (1)
𝑘 (𝑥𝑖)

𝐹 (2)
𝑘 (𝑥𝑖)

ª®¬
=

(
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖) 𝐹 (2)
𝑗 (𝑥𝑖)

) ©«
(𝜎 (1)

𝑦,𝑖 )2 𝜌𝑖𝜎
(1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

𝜌𝑖𝜎
(1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖 (𝜎 (2)

𝑦,𝑖 )2

ª®¬
−1 ©«

𝐹 (1)
𝑘 (𝑥𝑖)

𝐹 (2)
𝑘 (𝑥𝑖)

ª®¬ (46)

上式第二项即为第 𝑖次观测量 yi的协方差矩阵。同样地，方程（45）等式右边求和子项可以写为

(
𝐹 (1)

𝑗 (𝑥𝑖) 𝐹 (2)
𝑗 (𝑥𝑖)

) ©«
(𝜎 (1)

𝑦,𝑖 )2 𝜌𝑖𝜎
(1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖

𝜌𝑖𝜎
(1)
𝑦,𝑖 𝜎

(2)
𝑦,𝑖 (𝜎 (2)

𝑦,𝑖 )2

ª®¬
−1 ©«

𝑦 (1)𝑖

𝑦 (2)𝑖

ª®¬ (47)
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我们可以构建合适的矩阵 J、M 和 y，来将方程（45）改写成如方程（42）的矩阵形式。至少有两种方

案可以实现上述目的。第一种方案的矩阵 J、V 和 y如下所示：

J =

(
𝜕F (1)

𝜕c

𝜕F (2)

𝜕c

)
, (48)

J𝑖 𝑗 =
𝜕𝐹 (1) (𝑥𝑖, c)

𝜕𝑐 𝑗

= 𝐹 (1)
𝑗 (𝑥𝑖, c) (49)

J(𝑖+𝑁 ) , 𝑗 =
𝜕𝐹 (2) (𝑥𝑖, c)

𝜕𝑐 𝑗

= 𝐹 (2)
𝑗 (𝑥𝑖, c) (50)

V =

©«

(
𝜎 (1)
𝑦,1

)2
. . . 𝑂 𝜌1𝜎

(1)
𝑦,1𝜎

(2)
𝑦,1 . . . 𝑂

...
. . .

...
...

. . .
...

𝑂 . . .
(
𝜎 (1)
𝑦,𝑁

)2
𝑂 . . . 𝜌𝑁𝜎

(1)
𝑦,𝑁𝜎

(2)
𝑦,𝑁

𝜌1𝜎
(1)
𝑦,1𝜎

(2)
𝑦,1 . . . 𝑂

(
𝜎 (2)
𝑦,1

)2
. . . 𝑂

...
. . .

...
...

. . .
...

𝑂 . . . 𝜌𝑁𝜎
(1)
𝑦,𝑁𝜎

(2)
𝑦,𝑁 𝑂 . . .

(
𝜎 (2)
𝑦,𝑁

)2

ª®®®®®®®®®®®®®®®¬

(51)

y =
©«
y (1)

y (2)

ª®¬
T

= (𝑦 (1)1 , 𝑦 (1)2 , . . . , 𝑦 (1)𝑁 , 𝑦 (2)1 , 𝑦 (2)2 , . . . , 𝑦 (2)𝑁 )T (52)

另一种方案则是这样的：

J(2𝑖−1) , 𝑗 =
𝜕𝐹 (1) (𝑥𝑖, c)

𝜕𝑐 𝑗

= 𝐹 (1)
𝑗 (𝑥𝑖, c) (53)

J(2𝑖) , 𝑗 =
𝜕𝐹 (2) (𝑥𝑖, c)

𝜕𝑐 𝑗

= 𝐹 (2)
𝑗 (𝑥𝑖, c) (54)

V =

©«

(
𝜎 (1)
𝑦,1

)2
𝜌1𝜎

(1)
𝑦,1𝜎

(2)
𝑦,1 . . . 𝑂 𝑂

𝜌1𝜎
(1)
𝑦,1𝜎

(2)
𝑦,1

(
𝜎 (2)
𝑦,1

)2
. . . 𝑂 𝑂

...
...

. . .
. . .

...
...

...
. . .

(
𝜎 (1)
𝑦,𝑁

)2
𝜌𝑁𝜎

(1)
𝑦,𝑁𝜎

(2)
𝑦,𝑁

𝑂 𝑂 . . . 𝜌𝑁𝜎
(1)
𝑦,𝑁𝜎

(2)
𝑦,𝑁

(
𝜎 (2)
𝑦,𝑁

)2

ª®®®®®®®®®®®®¬
(55)

y = (𝑦 (1)1 , 𝑦 (2)1 , 𝑦 (1)2 , 𝑦 (2)2 , . . . , 𝑦 (1)𝑁 , 𝑦 (2)𝑁 )T (56)

M 可由方程（51）或（55），结合方程（36）得出。利用方程（42）和（43），就可以得到未知参数的估

计值。方程（52）和（56）实际上是将二维的观测值向量转换成了一维观测值向量。

当观测量 y的两个分量不相关时，目标函数可以简化为

𝑋2 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

(
𝑋 (1)
𝑖

)2
+

𝑁∑
𝑖=1

(
𝑋 (2)
𝑖

)2
=

(
𝑋 (1)

)2
+

(
𝑋 (2)

)2
(57)

方程（51）和（55）给出的协方差矩阵V 和相应的加权矩阵M 均变为对角矩阵。
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4 总结与讨论

借由上述推导，我们得到了在观测因变量为二维情况下的最小二乘估计的具体实现。对于更高维度

的情形，可以进行类似的分析。对我个人而言，最容易理解的就是方程（48）到（56）的矩阵形式。对于

更加复杂的情况，如不同次的观测值 y𝑖 之间存在某种相关性且相关性系数（或者协方差）已知，只需将

协方差矩阵V 的对应元素作出相应调整（从零调整为协方差）即可。观测量分量之间的相关性究竟如何
影响到参数的最小二乘估计结果？对于这一问题，目前我还没有明确的结果和结论，后续我会利用一些

典型的研究问题进行分析比较。
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